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Correction Automne 06
Fonctions usuelles

Solution de ’exercice 1

1. Soit x € R. On a les équivalences suivantes :
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Conclusion, I’équation (E) est bien définie sur

R
2°2

. On sait que pour tout = € [—1;1], m > arccos(z) > 0. Conclusion,

‘O est un minorant et méme le minimum de la fonction arccos.

. Soit x € I une solution de (E). Donc x € {—%; %] et donc x < % De plus, on a
arcsin (2z) = arccos(z)
et par la question précédente, arccos(x) > 0. Donc
arcsin (2z) > 0 = arcsin(0) & 20 20 par la croissance de la fonction arcsin.

Ainsi, z > 0. Conclusion,

1
x solution de (E) < x € [0; 2}.

. Posons f : x + arccos(x) — arcsin (2z). La fonction f est définie et méme continue sur I. De plus,

f(0) = arccos(0) — arcsin(0) = g -0= g > 0.

D’autre part,

3

1 1 . T
f (2> = arccos <2> —arcsin (1) = 373 < 0.

Donc 0 € { f (%) i f (O)} et f est continue sur [0; %} Conclusion, par le théoréeme des valeurs intermé-
diaires,

1
il existe une solution de (E) dans {0; 2].

. Analyse. Soit = € I une solution de (E). Par la question 3, = € [O; %] De plus, on a alors les
implications suivantes :

x solution de (E) = arccos(x) = arcsin (2z)

4

cos (arccos(x)) = cos (arcsin (2z))

= x = cos (arcsin (2x)) .
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Pour tout u € R, on a cos?(u) = 1 — sin?(u). Donc cos(u) = 44/1 — sin?(u). En particulier,

cos (arcsin (2z)) = \/1 — sin? (arcsin (27)) = V1 — 422 OU cos (arcsin (2z)) = —V/1 — 422
Or arcsin (2z) € [-%; 5]. Donc cos (arcsin (2x)) > 0. Ainsi,

cos (arcsin (2z)) = V1 — 422,

D’ou,

(E) = r=/1— 422
= 22 =1-—42°
= 502 =1
= 2% =

¢
8
I

Or on a vu que x > 0. Donc

(E) = x = \gg

Synthése. Nous avons un seul candidat pour étre solution de (E) or on a vu que (E) posséde au moins
une solution. Conclusion, (E) possede une et une seule solution :

x est solution de (E) & x =




