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Correction Automne 10
Complexes

Solution de l’exercice 1
1. Soit z ∈ C. On a

f(z) existe ⇔ z − i ̸= 0 ⇔ z ̸= i.

Conclusion,
f est définie sur C \ {i}.

2. Soit θ ∈ [−π; π] \
{

π
2

}
. Alors z = ei θ ∈ U \ {i} donc z ̸= i et f (z) existe. De plus,

f (z) = z

z − i

= ei θ

ei θ − ei π
2

= ei θ

ei( θ
2 + π

4 ) (
ei( θ

2−
π
4 ) − ei( π

4−
θ
2 )) par une factorisation par l’angle moitié

= ei θ e−i( θ
2 + π

4 )

ei( θ
2−

π
4 ) − e−i( θ

2−
π
4 )

= ei( θ
2−

π
4 )

2i sin
(

θ
2 − π

4

) par la formule d’Euler

= ei( θ
2−

π
4 )

2 ei π
2 sin

(
θ
2 − π

4

)
= ei( θ

2−
3π
4 )

2 sin
(

θ
2 − π

4

) .

Conclusion,

f
(
ei θ

)
= ei( θ

2−
3π
4 )

2 sin
(

θ
2 − π

4

) .

3. Méthode 1. Soit z ∈ C \ {i}. On a les équivalences suivantes :

z ∈ f← (iR) ⇔ f(z) ∈ iR
⇔ f(z) = −f(z)

⇔ z

z − i
= − z

z + i

⇔ |z|2 + iz = − |z|2 + iz car z ̸= i

⇔ 2 |z|2 + i (z − z) = 0
⇔ 2 |z|2 − 2Im (z) = 0
⇔ |z|2 − Im (z) = 0

1/2



Mathématiques PTSI, RevAut10 Cor 2026-2027

Posons z = a + ib, (a, b) ∈ R2. On a alors,

z ∈ f−1 (iR) ⇔ a2 + b2 − b = 0

⇔ a2 +
(

b − 1
2

)2
− 1

4 = 0

⇔ a2 +
(

b − 1
2

)2
=

(1
2

)2
.

On remarque alors l’équation du cercle de centre
(
0, 1

2

)
et de rayon 1

2 ou encore de centre ω = i
2 et

de rayon 1
2 . Notons C ce cercle. Puisque i ∈ C et que z ̸= i, on en conclut que

f← (iR) = C \ {i} =
{

z ∈ C \ {i}
∣∣∣∣ ∣∣∣∣z − i

2

∣∣∣∣ = 1
2

}
.

Méthode 2. Soient z ∈ C\{i}, O(0), A(i) et M(z) trois points du plan complexes. On a les équivalences
suivantes :

z ∈ f← (iR) ⇔ f(z) ∈ iR

⇔ z

z − i
∈ iR

⇔ arg
(

z − 0
z − i

)
≡ π

2 [π]

⇔
(

#     »

AM,
#      »

OM
)

≡ 0 [π]

⇔ #     »

AM ⊥ #      »

OM

⇔ le triangle OMA est rectangle en M

⇔ M appartient au cercle C de diamètre [OA].

On observe que Ω
(

i
2

)
est le milieu de [OA] donc le centre du cercle C et que OA = 1 donc C a un

rayon égal à 1/2. Conclusion,

f← (iR) = C \ {i} =
{

z ∈ C \ {i}
∣∣∣∣ ∣∣∣∣z − i

2

∣∣∣∣ = 1
2

}
.
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