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Introduction : la cas indépendant

une marche

On se propose d'étudier une population de grenouilles.

@ Soit y > 0 le nombre initial de grenouilles.
@ Soit X, la variable aléatoire réelle représentant |'accroissement de la
population I'année n.

Le nombre total de grenouilles I'année n est alors notée

y+5n ::y+X1+"'+Xn71+Xn
=y+S,_1+ X,
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Introduction : la cas indépendant

une marche

conditionnée a rester positive

Puisque I'on souhaite décrire une population qui ne s'éteint pas, on
considére le temps d'arrét

Ty :=min{k € N*, y + 5, < 0}.
Le fait que la population ait survécu jusqu’'a l'instant n s'écrit

{y+$>0y+5%>0,...,y+5,>0}={r, > n}.

tau_y>500
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Introduction : la cas indépendant

Théoremes limites pour une marche

conditionnée a rester positive

On souhaite déterminer

@ d'une part la probabilité que la population survive :

P(r, >n) — 777,

n—+o00

@ et d'autre part la loi du nombre de grenouilles sachant que la
population a survécue :

y+5,
K%
(%

T, > n) — 777,
n—-+o0
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Introduction : la cas indépendant

Théoremes limites pour une marche

conditionnée a rester positive,

On suppose les accroissements (Xj),, i.i.d. avec un moment d'ordre 2 :
0 <o’ =E(X{) < +oc.
On suppose également la marche sans dérive :
E(X;) = 0.
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Introduction : la cas indépendant

Théoremes limites pour une marche

conditionnée a rester positive,

On suppose les accroissements (Xj),, i.i.d. avec un moment d'ordre 2 :
0 <o’ =E(X{) < +oc.
On suppose également la marche sans dérive :
E(X1) =0.
Théoréme (temps de sortie) [Spitzer, 1960]

Pour tout y > 0, il existe une constante V(y) > 0 telle que
2V(y)

~Y
n—>+0o0 g\/27mn

P(r, > n)

Théoréme (loi limite de la marche conditionnée) [Iglehart, 1974]

Pour tout y >0 et t >0,
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Existence d'une fonction harmonique

Comportement relatif de la marche et de la martingale

Cas E(a)>0 ® Cas E(a)<0

o y+S_n

z+M_n

s YESa=y+ Xt X
E(a)

1— E(a)Xn

z+M,=y+S5,+
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Existence d'une fonction harmonique
Comportement de la martingale a la sortie

X_n/(1-E(a))

s YESa=y+ Xt X,
E
(a)

z+M,=y+S5,+
" " 1*]E(3) 8/18



Existence d'une fonction harmonique

La fonction harmonique

a~ #(05,08) et b~ .A(0,1)
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Existence d'une fonction harmonique

La fonction harmonique
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Existence d'une fonction harmonique

La fonction harmonique

awg(s{_%}ﬁ-%(s{%} et b~%([-1,1])
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Les théoremes limites

L'exemple brownien

bm

On pose
7, =min{t >0, y +0B; <0}, J

|

Proposition [Lévy, 1954]
Pour tout y >0etn>1,

y t
]P’(T}f"" >n) = 2 / efﬁdt ~ 2y
0

2mno n—+00 /21 no

Pour tout y >0, n>1ett >0,

y+oB,
Pl —2 <t
( vn

Y n—+o00

2
PR
Tb'">n> — 1 —e 272 .
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Les théoremes limites

Approximation de la marche par le mouvement Brownien

Théoréme [Grama, Le Page, Peigné, 2014]

Pour tout p €]2; af, il existe €9 > 0 tel que pour tout € €]0, o[, x € R et
n>1,

n€

Py ( sup |5[,,t] —O'B,,t| >n
te[0,1]

@ A nouveau lorsque le point de départ y > n'/2=¢, on est capable
d'approcher la marche par le Brownien.
@ Lorsque y est quelconque, on se place par la propriété de Markov au

temps
Vo = min{k > 1, |y + Si| > n/27¢}.
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Les théoremes limites

Les théoremes limites

Théoréme (temps de sortie)

Il existe o > 0 tel que pour tout x € R et tout y > 0,
2V(x,y)

(ad e ——)
n>+0o  g+\/2mn

P.(1y > n)

Théoreme (loi limite de la marche conditionnée)

Pour tout x € R, tout y > 0 et tout t > 0,

<t

Ty = n) —1_e% (loi de Rayleigh).
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Les théoremes limites

La densité de Rayleigh

Te01
65601

densité de Rayleigh

Be-01

55601
Se01-
45e01
4e01
25e01
3e01
25601

n=1

26014

15201
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Les théoremes limites
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Les théoremes limites

Perspectives

@ Travailler la dimension supérieure, avec A1 et B,y1 des matrices
aléatoires,
Xnt1 = Any1Xn + Bay1.

@ Généraliser a toutes chaines de Markov possédant une décroissance
exponentielle en moyenne,

Ex (|F(Xn)]) < e " N(x) + c.
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Les théoremes limites

Merci'!
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