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Introduction
@000

une marche

On se propose d'étudier une population de grenouilles.

@ Soit y > 0 le nombre initial de grenouilles.
@ Soit X, la variable aléatoire réelle représentant |'accroissement de la
population I'année n.

Le nombre total de grenouilles I'année n est alors notée

y+5n ::y+X1+"'+Xn71+Xn
=y+ 5,1+ X,

‘ /X \
= § W

\ //\/““\
VooV
\

\.’: M
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Introduction
0e00

une marche

conditionnée a rester positive

Puisque I'on souhaite décrire une population qui ne s'éteint pas, on
considére le temps d'arrét

Ty :=min{k € N*, y + 5, < 0}.
Le fait que la population ait survécu jusqu’'a l'instant n s'écrit

{y+$>0y+5%>0,...,y+5,>0}={r, > n}.

tau_y>500
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Théoremes limites pour une marche

conditionnée a rester positive

On souhaite déterminer

@ d'une part la probabilité que la population survive :

P(r, >n) — 777,

n—+o00

@ et d'autre part la loi du nombre de grenouilles sachant que la
population a survécue :

y+5,
K%
(%

T, > n) — 777,
n—-+o0
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Théoremes limites pour une marche

conditionnée a rester positive,

On suppose les accroissements (Xj),,, i.i.d. avec un moment d'ordre 2 :
0<o0®=E(X{) < +oo.
On suppose également la marche sans dérive :
E(X;) = 0.
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Théoremes limites pour une marche

conditionnée a rester positive,

On suppose les accroissements (Xj),,, i.i.d. avec un moment d'ordre 2 :
0<o0®=E(X{) < +oo.
On suppose également la marche sans dérive :
E(X1) =0.
Théoréme (temps de sortie) [Spitzer, 1960]

Pour tout y > 0, il existe une constante V(y) > 0 telle que
2V(y)

~Y
n—>+0o0 g\/27mn

P(r, > n)

Théoréme (loi limite de la marche conditionnée) [Iglehart, 1974]

Pour tout y >0 et t >0,
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Théoremes limites pour une marche Markovienne

conditionnée a rester positive

Le nombre de départs et d’arrivées des grenouilles I'année n+ 1 dépend
de celui de I'année n de la facon suivante : pour tout n € N,

Xnt1 = any1Xn + b,
ou les (aj, bi)i>1 sont i.i.d.

La suite (X,),cy est une chaine de Markov et
y+Sn=y+ Xi+ -+ X, est alors une marche Markovienne.

On notera x € R le point de départ de cette chaine de Markov et P,
(resp. E,) la probabilité (resp. I'espérance) sachant

Xo=x p.s.
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La récursion stochastique

On suppose notamment les hypothéses suivantes,

Condition 1 : contraction de la dépendance et centrage

o Il existe a > 2 tel que
E(]a|]*) <1 E(]b]*) < +o0.

@ De plus

Alors la chaine de Markov

X, = Hax+2bk H aj,

k=1 i=k+1

posséde une unique mesure invariante v de loi celle de

400 —
Z = Zkaa,
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La récursion stochastique

On suppose notamment les hypothéses suivantes,

Condition 1 : contraction de la dépendance et centrage

o Il existe av > 2 tel que
E(]a|%) <1 E (]b]") < +o0.

@ De plus

La loi v est centrée et admet des moments d'ordre o« > 2 :

/qu (dx) <§bkna,> =0
[ (a0 (ibkﬁa,a)@o
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La marche Markovienne non conditionnée

Théoreme (loi limite de la marche) [Guivarc'h, Le Page, 2008]

La marche Markovienne issue de la récursion stochastique renormalisée
converge en loi vers la loi normale centrée réduite :
il existe o > 0 telle que pour tout x e R, y e Ret t € R,

. y + 5n 1 /t —52/2
lim Py | — = <t)| = — .
L e
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La marche Markovienne non conditionnée

Théoreme (loi limite de la marche) [Guivarc'h, Le Page, 2008]

La marche Markovienne issue de la récursion stochastique renormalisée
converge en loi vers la loi normale centrée réduite :
il existe o > 0 telle que pour tout x e R, y e Ret t € R,

] y+5Sn 1 /t —s%/2
| Pyl —— <t =— ds.
n—lToo ( U\/ﬁ > V2T J oo € s
e P(r, >n) — 777,

n——+oo
y+5Sa
4 ( P

7, > n) — 777,

n—-+o0o

10/33



Existence d’une fonction harmonique
[ Jele]e]

9 Existence d'une fonction harmonique
@ Motivation
o Résultat
@ |dées de la preuve

11/33
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Une fonction harmonique pour positiver

o La suite (Xp,y + Sn)n>0 est une chaine de Markov. Notons
Q(x,y,.) son noyau : V(x,y) € R x R et ¥(A, B) € Z(R)?,

Q(X7y7AX B):Px(Xl EA,y—i—Sl € B)

@ Afin de ne considérer que les trajectoires positives, on définit la
restriction de Q(x, y,.) aux ensembles mesurables de R x R*.

Q+(X7y7 ) = Q(Xa)/7 -)‘Rij‘r'

o Cette mesure n'étant plus une probabilité, Q(x,y,R xR%) < 1, on
souhaite renormaliser Q...
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Une fonction harmonique pour positiver

On dit qu'une fonction V : R x R — R est harmonique si pour tout
x € R et tout y > 0,

QV(xy) = [ VI )Qu(xy.de x dy)

RxRY

= / V(x',y )Py (X1 €dx’; y + 51 €dy’)
RxRi
= V(x,y).

Si de plus I'on suppose V > 0 sur R x R*, alors, pour tout
(x,y) € R x R*, on définit Q,(x,y,.) par, pour tout B Borélien de
R x R*,

Q+(X7y7 B) =

V(x,y)
1 /! / / /
= W/B V(X' y")Qu4(x,y,dx" x dy’).

(Q+Vﬁ0ﬂy,8)
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Une fonction harmonique pour positiver

On dit qu'une fonction V : R x R} — R est harmonique si pour tout
x € R et tout y > 0,

QV(xy) = [ V<)@ de x dY)
RxRY

= / V(x',y' )Py (X1 € dx"; y + S1 € dy’)
RxR®

= V(x,y).

L'opérateur Q. est alors bien un noyau Markovien,

_ 1
Q(ey Rx R = g [ VY)Qu(ryndx xdy) =1
bl X +
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Un volontaire pour étre harmonique ?

Définition
On dit qu'une fonction V : R x R} — R est harmonique si pour tout
x € R et tout y > 0,
Q. V(x,y) =E (V(X1,y +51); y + 51> 0)
=E(V(X,y+ S1); 7y > 1)
= V(x,). ]

Considérons
Vn(Xa}/) :EX(Y+5n; Ty > n)'

Par la propriété de Markov, on a

Vn+1(X7}/) = E, (Ex (Y+5n+1; Ty > n+1 |F1))
=E, (Vo (X1, y +51) ;1 > 1).
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Existence d'une fonction harmonique

Théoréme (Existence d'une fonction harmonique)

@ Pour tout x € R et tout y > 0, la limite suivante existe et est finie,
V(x,y) = nl.lTooIEX (y +Sn; 7y > n) < 4o0.

@ La fonction V est Q. -harmonique.

@ La fonction V est strictement positive sur R x RY.

Considérons
V,,(x,y) :Ex(y+5n; Ty > n)'

Par la propriété de Markov, on a

Vir1(x,y) = Ex (Ex (y + Snya; v >n+1 |F1))
:Ex(vn(Xlay+51) v Ty > 1)
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Etape 1 : approximation par une martingale

En notant z :=y + (() yX; on décompose y + S,, de la facon suivante :

E(a) E(a)
S, = S Xn— X, .
Y+ S y+ n+17E(a) n 17E(2) n
=:z+M, = terme reste

@ Le processus (z + M,)n>0 est une martingale de moyenne z.

@ Sous réserve que I'une des deux limites existe,

Vix,y) = n—I:TooEX (z+M,; 7, >n) = n—|I>TooEX (y+Sn; 7 >n).
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Etape 1 : approximation par une martingale

Cas E(a)>0 ® Cas E(a)<0

w y+S_n

z+M_n

s YESa=y+ Xt X
E(a)

Mn: n PR
z+ y+S, +1—E(a)

Xn
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Etape 2 : un premier majorant d'ordre n

Il existe €9 > 0 tel que pour tout € €]0; o[, x €ER, y >0 et n € N, avec
z=y+E(a)x/(1—E(a)), on a

Ey (z+ M,; 7, > n) < z 4 c|x| + cn/?7%,

Idée de la preuve :
Par un petit calcul, en utilisant la propriété de martingale, on se raméne
au temps de sortie 7, :
Ex(z+ M,; 7y > n) =E(z+ M,) —Ex (z+ M, ; 7, < n)
=z—-E, (E(2+Mn; Ty, < n’ny)
:z—EX(z—FMTy;Tygn).
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Etape 2 : un premier majorant d'ordre n

Il existe €p > 0 tel que pour tout € €]0; o[, x €ER, y >0et n€N, on a

E(z+ M,; 7, > n) < z+ c|x| + en?/272¢,

Au temps T, nous avons,
E(a)
M‘I’ = T, 7)(7'
z+ M, =y+5, + 1= () , <0
1
1-E(a)

X,

:y+57'y—1+ XTy > Y

1
1-E(a)

X_n/(1-E(a))
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Etape 2 : un premier majorant d'ordre n

Il existe g > 0 tel que pour tout € €]0;6[, x ER, y >0et n€ N, on a

Ey(z+ M,; 7, > n) < z+ c|x| + en?/?72¢,

Idée de la preuve :
Par un petit calcul, en utilisant la propriété de martingale, on se raméne
au temps de sortie 7, :

Ex(z+ M,; 7y > n) =E(z+ M,) —Ex (z+ M, ; 7, < n)
=z—E, (E(2+Mn; Ty < n’ﬁTy)
=z—E, (2+MTy;Ty<n)
<z+E, (|X7y| P Ty < n).
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Etape 3 : un majorant uniforme

Il existe €9 > O tel que pour tout € €]0; e[, x ER, y >0et n€N, on a

Ey (z+ M,; 7, > n) < z+ c|x| + cn/?7 %,
eSiz=y+ IE(Ea()a)x > n'/2=¢ alors immédiatement,

Ec(z+ M,; 7, > n) <2z+clx]|.

e Si z < n*/?=¢ on attend que z+ M, devienne plus grand que n'/?~¢.
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Etape 3 : un majorant uniforme

Il existe €9 > O tel que pour tout € €]0; e[, x ER, y >0et n€N, on a

Ey (z+ M,; 7, > n) < z+ c|x| + cn/?7 %,
eSiz=y+ f](Ea()a)x > n'/2=¢ alors immédiatement,

Ec(z+ M,; 7, > n) <2z+clx]|.

e Si z < n*/?=¢ on attend que z+ M, devienne plus grand que n'/?~¢.

Proposition

Pour tout p €]2;af, x e R, y >0et n€ N, on a

By (24 Ma; 7y > n) < 6o (1+y + |x]) (1 + |x])P7 .
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Conclusion de |'existence

Théoréme (Existence d'une fonction harmonique)
@ Pour tout x € R et tout y > 0, la limite suivante existe et est finie,
V(x.y) = lim Ex(y +Sn: 7 > n)

= lim E,(z+ M,; 7, > n) < +oo.

n—+00

@ La fonction V est Q -harmonique.

@ La fonction V est strictement positive sur R x RY.

23/33



Les théoremes limites
@0000

© Les théorémes limites
@ L'exemple brownien
@ Résultats

24/33



Les théoremes limites
[¢] lele]e}

L'exemple brownien

On pose

Tyb'" =min{t >0, y + 0B; < 0},

Proposition (temps de sortie) [Lévy, 1954]

Pour tout y >0etn>1,

2 4 2
P(r)™ > n) = 7/ e w2 dt.
2mno Jo
Notamment, 5
P (1™ > n) Y

n—+o0 \/27no
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L'exemple brownien

Tyb’" =min{t >0, y +0B; <0},

On pose }

Proposition (loi limite conditionnelle) [Lévy, 1954]

Pour tout y >0, n>1lett >0,

+oB 1 tn 2 2
P ugt;Ty”’">n = — e 202 — e 0% ds.
Vn V2mno Jo
Notamment,

_ 2
Tyb’">n> — 1—e 2.2,

n——+o0o

y+oB,
P{I—«t
(ﬁ
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Approximation de la marche par le mouvement Brownien

Théoréme [Grama, Le Page, Peigné, 2014]

Pour tout p €]2; af, il existe €9 > 0 tel que pour tout € €]0, o[, x € R et
n>1,

e (14 [x]?
Py ( sup |Sk — oBy| > n1/2—€> < @

1>k>n n¢

@ A nouveau lorsque le point de départ y > n'/2¢

, on est capable
d'approcher la marche par le Brownien.

@ Lorsque y est quelconque, on se place par la propriété de Markov au
temps
Vo i=min{k > 1, |y + S¢| > n*/27¢}.
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La difficulté du cas Markovien

vy =min{k > 1, |y + Sk| > n1/2—e}
Par la propriété de Markov,

Eyx (y + Sn; 7y > n)

gEx(y+5n;Ty>n,V,,<n1_E)+M
nE
_ Cpl X,
- IEx (EX’:Xy" (yl + 5"*1’" ; Ty’ >n— V”) » Vn g nl 6) + p(ne y)

@ Probleme : lorsque les accroissements sont markoviens, un terme
reste en X, n'admet pas de majorant simple a priori.

@ Astuce : exploiter la décroissance exponentielle de la dépendance
dans le passé de la chaine (X;)nen :

Pour tout x € R, n € N,

Ec (%)) =E (

E(a)'x+c=e “"x+c.

n

X+Zbk H aj

k=1 i=k+1

N
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Asymptotique du temps de sortie

Théoréme (temps de sortie)

Il existe o > 0 tel que pour tout x € R et tout y > 0,
2V(x,y)

~ D ——
n>+0o  g+\/2mn

Py (7, > n)
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Loi asymptotique de la marche conditionnée

Théoréme (loi limite de la marche conditionnée)

Pour tout x € R, tout y > 0 et tout t > 0,

[N Y

(loi de Rayleigh).

n——+o00

Ty>n>:1—e_

F densité de Rayleigh

yyyyy
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Perspectives

@ Travailler la dimension supérieure, avec A1 et B,y1 des matrices
aléatoires,

Xn+1 = An+1Xn + Bn+1~

@ Théoreme fonctionnel, type Donsker : I'interpolation de la marche

L s +Sin )
ramenée a l'intervalle [0,1], S,(t) = ya—\gl converge en loi vers le

méandre brownien.

o Généraliser a toutes chaines de Markov possédant une décroissance
exponentielle en moyenne,

Ex (|f(Xn)]) <e " N(x) + c.

32/33



Les théoremes limites
[e]e]e]e] }

Merci'!
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